
Técnicas de Visualização para 

Dados Multivariados

Parte 3
Prof. Danilo Medeiros Eler

danilo.eler@unesp.br

Departamento de Matemática e Computação

Faculdade de Ciências e Tecnologia

Unesp – Universidade Estadual Paulista

Presidente Prudente/SP, Brasil

FCT/Unesp – Presidente Prudente

Departamento de Matemática e Computação



Sumário

 Parte 1

 Técnicas Orientadas a Pixel

 Técnicas Iconográficas

 Parte 2

 Técnicas Baseadas em Grafos

 Técnicas Hierárquicas

 Parte 3

 Técnicas de Projeção Geométrica

2



Técnicas de Projeção 

Geométrica
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Técnicas de Projeção Geométrica

 Técnicas de Projeção Geométrica procuram 

transformar o espaço multidimensional dos 

dados

 Geralmente, utilizam recursos geométricos 

para representar o relacionamento entre as 

instâncias ou os atributos

 Por exemplo, linhas, pontos e plano
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Técnicas de Projeção Geométrica

 As técnicas de Projeção Geométrica mais 

conhecidas são

 Gráficos de Dispersão

 Matriz de Gráficos de Dispersão

 Coordenadas Paralelas

 RadViz

 Projeções Multidimensionais

 Técnicas Baseadas em Força

 Redução de Dimensionalidade

 Decomposição Espectral
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Gráficos de Dispersão

 Gráficos de Dispersão (scatterplots) são uma 

das técnicas de visualização mais antigas e 

mais utilizadas para análise de dados

 Podem representar os dados por meio de

 Um subconjunto de dimensões: o usuário pode 

selecionar alguns atributos ou desenvolver 

métodos para encontrar dimensões que 

contenham informações úteis
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Gráficos de Dispersão

 Gráficos de Dispersão (scatterplots) são uma 

das técnicas de visualização mais antigas e 

mais utilizadas para análise de dados

 Podem representar os dados por meio de

 Redução de dimensionalidade: técnicas de 

projeção podem se utilizadas para transformar o 

espaço multidimensional
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Gráficos de Dispersão

 Gráficos de Dispersão (scatterplots) são uma 

das técnicas de visualização mais antigas e 

mais utilizadas para análise de dados

 Podem representar os dados por meio de

 Dimensão embutida: outros atributos podem ser 

apresentados por meio de cor, tamanho e forma

 Múltiplos gráficos: essa abordagem permite a 

combinação de diferentes dimensões

 Uma estratégia conhecia é a Matriz de Gráficos de 

Dispersão

8



Gráficos de Dispersão

 Exemplo para o conjunto Iris
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http://www.pybloggers.com/wp-content/uploads/2015/09/ratherreadblog.comwp-

contentuploads201509iris_scatter-9c511da385a5344b661e2153e84c28382116721d.png

http://www.pybloggers.com/wp-content/uploads/2015/09/ratherreadblog.comwp-contentuploads201509iris_scatter-9c511da385a5344b661e2153e84c28382116721d.png


Matriz de Gráficos de Dispersão

 Matriz de Gráficos de Dispersão apresenta 

diversos Gráficos de Dispersão, permitindo 

determinar a correlação entre dois atributos

 Além disso, é possível observar o 

relacionamento entre as instâncias por meio 

da combinação dos diversos atributos dos 

dados
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Matriz de Gráficos de Dispersão

 Exemplo para o conjunto Iris
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Coordenadas Paralelas
 Coordenadas Paralelas (Inselberg, 1985) é uma das 

técnicas de visualização mais conhecidas e 

estudadas

 Ela ainda é foco de estudo de muitos pesquisadores e 

de diversas variações para melhorar a análise de 

dados multivariada
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Coordenadas Paralelas
 A ideia básica da técnica é que eixos paralelos são 

posicionados para representar as dimensões do 

conjunto de dados

 Em seguida, cada instância é desenhada como uma 

linha cruzando cada eixo na posição proporcional ao 

valor de sua dimensão
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Coordenadas Paralelas
 Exemplo para o conjunto de dados Iris
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Mykola Pechenizkiy

http://www.win.tue.nl/~mpechen/courses/TIES443/handouts/lecture09.pdf

http://www.win.tue.nl/~mpechen/courses/TIES443/handouts/lecture09.pdf


Coordenadas Paralelas
 Exemplo do conjunto de dados Iris
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Coordenadas Paralelas
 Exemplo do conjunto de dados Iris
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Coordenadas Paralelas
 Exemplo do conjunto de dados Iris
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Coordenadas Paralelas
 Exemplo do conjunto de dados Iris
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Coordenadas Paralelas

 Exemplo do conjunto de dados Iris
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Normalização por todos os atributos Normalização por atributo



Coordenadas Paralelas

 Conjunto de dados de carros
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http://i.stack.imgur.com/bLzAX.png



Coordenadas Paralelas

 Conjunto ImageClef 2006

 1000 instâncias e 96 atributos
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Coordenadas Paralelas
 Conjunto ImageClef 2006

 1000 instâncias e 96 atributos

 Utilização de transparência
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Coordenadas Paralelas
 Alguns sistema permitem que os eixos sejam 

automaticamente ordenados

 Por exemplo, baseado na correlação das 

características
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J. Li, J.-B. Martens, and J. J. van Wijk, “Judging correlation from scatterplots and parallel

coordinate plots,” Information Visualization, vol. 9, no. 1, pp. 13–30, 2008.

r = coeficiente de correlação



Coordenadas Paralelas

 Conjunto de 270 imagens de tomografia com 

características computadas por Matrizes de 

Covariância
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Sem ordenação dos eixos Ordenação baseada na correlação



RadViz

 RadViz é uma técnica dirigia por forças baseada 

na lei de equilíbrio de Hooke
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RadViz

 Para um conjunto de 

dados N-dimensional, N 

âncoras são posicionadas 

em uma circunferência

 Elas representam o final 

de molas conectadas para 

cada instância
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http://waset.org/publications/10119/multidimensional-visualization-tools-for-analysis-of-

expression-data

http://waset.org/publications/10119/multidimensional-visualization-tools-for-analysis-of-expression-data


RadViz

 Para simplificar os cálculos e melhorar o 

entendimento do algoritmo, essas âncoras são 

posicionadas em um círculo de raio 1.0 centrado 

na origem

 Assim, dado uma instância D = (d0, d1, ..., dN-1) e um 

conjunto de vetores unitários A, onde Aj representa a 

j-ésima âncora, o ponto p que representa a posição 

da instância na circunferência é dado por
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RadViz

Atributo 1 Atributo 2 Atributo 3 Atributo 4

10 10 10 10

10 0 10 0

10 10 5 5

10 0 5 0
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At1

At2

At3

At4

Ax = [1, 0, -1, 0]          

Ay = [0, 1, 0, -1]



RadViz

Atributo 1 Atributo 2 Atributo 3 Atributo 4

10 10 10 10

10 0 10 0

10 10 5 5

10 0 5 0
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Px = 10 * 1 + 10 * 0 + 10 * (-1) + 10 * 0 = 10 – 10 = 0

10 + 10 + 10 + 10                      40

Py = 10 * 0 + 10 * 1 + 10 * 0 + 10 * (-1) = 10 – 10 = 0

10 + 10 + 10 + 10                       40

Ax = [1, 0, -1, 0]          

Ay = [0, 1, 0, -1]

At1

At2

At3

At4



RadViz

Atributo 1 Atributo 2 Atributo 3 Atributo 4
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Px = 10 * 1 + 10 * 0 + 10 * (-1) + 10 * 0 = 10 – 10 = 0
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Py = 10 * 0 + 10 * 1 + 10 * 0 + 10 * (-1) = 10 – 10 = 0
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RadViz

Atributo 1 Atributo 2 Atributo 3 Atributo 4

10 10 10 10

10 0 10 0

10 10 5 5

10 0 5 0
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Px = 10 * 1 + 0 * 0 + (10) * (-1) + 0 * 0 = 10 - 10 = 0  0= 0

10 + 0 + (10) + 0                        20      20

Py = 10 * 0 + 0 * 1 + (10) * 0 + 0 * (-1) = 0 + 0 = 0

10 + 0 + (10) + 0                     20

Ax = [1, 0, -1, 0]          

Ay = [0, 1, 0, -1]

At1

At2

At3

At4



RadViz
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Ax = [1, 0, -1, 0]          

Ay = [0, 1, 0, -1]

At1

At2

At3

At4

Observação: o círculo verde foi deslocado para vermos a 

sobreposição, mas na prática não veríamos o círculo vermelho
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10 + 0 + (10) + 0                     20

Atributo 1 Atributo 2 Atributo 3 Atributo 4

10 10 10 10

10 0 10 0

10 10 5 5
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RadViz
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Px = 10 * 1 + 10 * 0 + 5 * (-1) + 5 * 0 = 10 - 5 = 0,16

10 + 10 + 5 + 5                      30

Py = 10 * 0 + 10 * 1 + 5 * 0 + 5 * (-1) = 10 - 5 = 0,16
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Observação: o círculo verde foi deslocado para vermos a 

sobreposição, mas na prática não veríamos o círculo vermelho



RadViz
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RadViz
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Px = 10 * 1 + 0 * 0 + 5 * (-1) + 0 * 0 = 10 - 5 = 0,33
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RadViz
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RadViz

 Exemplo para conjunto Iris
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RadViz

 Exemplo para conjunto de carros
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RadViz
 Exemplo para conjunto de carros
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Projeção Multidimensional

 Técnicas de Projeção Multidimensional são 

utilizadas como uma maneira de manipular o 

crescimento das dimensões dos conjuntos de 

dados

 Essas técnica auxiliam a identificar estruturas 

e relacionamentos nos conjuntos de dados 

original

 Procuram manter as relações presentes no 

espaço multidimensional no espaço projetado
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Projeção Multidimensional

 Projeção Multidimensional do conjunto Iris
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Projeção Multidimensional

 Multidimensional Scaling (MDS) é uma 

importante classe de algoritmos de 

projeção multidimensional utilizada em 

visualização de informação

 Existem diferentes variações e algoritmos 

de MDS
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Projeção Multidimensional
 A ideia básica de uma técnica de MDS proposta por 

Kruskal (1978) segue os seguintes passos

1. Dada uma Matriz com N instâncias e M dimensões, cria-se uma 

matriz Dm de dimensão N x N com a similaridade entre cada par 

de instâncias

 A distância Euclidiana pode ser utilizada como medida

43

ID At1 At2 At3 At4

1 5 3 1 0

2 4 3 9 0

3 2 3 5 2

4 8 2 2 9

5 8 2 2 7

1 2 3 4 5

1 0,0 8,0 8,0 9,5 7,7

2 8,0 0,0 4,5 12,1 10,7

3 8,0 4,5 0,0 10,4 9,0

4 9,5 12,1 10,4 0,0 2,0

5 7,7 10,7 9,0 2,0 0,0

DADOS Dm



Projeção Multidimensional
 A ideia básica de uma técnica de MDS proposta por 

Kruskal (1978) segue os seguintes passos

2. Assumindo que os dados são projetados em um espaço de 

dimensão K, cria-se uma matriz L de dimensão N x K com as 

posições das instâncias no espaço projetado

1. Podem ser aleatoriamente espalhados no espaço K ou utilizar outra 

técnica para isso (e.g., PCA, Fastmap)

44

L

ID At1 At2

1 1 1

2 1 2

3 2 1

4 2 4

5 4 4

1

2

5

4

3



Projeção Multidimensional
 A ideia básica de uma técnica de MDS proposta por 

Kruskal (1978) segue os seguintes passos

3. Calcule uma matriz Dk de dimensão N x N com as similaridades 

entre os pares de pontos de L (espaço projetado)

45

L Dk

ID At1 At2

1 1 1

2 1 2

3 2 1

4 2 4

5 4 4

1 2 3 4 5

1 0,0 1,0 1,0 3,1 4,2

2 1,0 0,0 1,4 2,2 3,6

3 1,0 1,4 0,0 3,0 3,6

4 3,1 2,0 3,0 0,0 2,0

5 4,2 3,6 3,6 2,0 0,0



Projeção Multidimensional
 A ideia básica de uma técnica de MDS proposta por 

Kruskal (1978) segue os seguintes passos

4. Calcule o valor do stress (S) medido a partir das diferenças 

entre Dm e Dk

 Exemplos de função de stress 

46

1 2 3 4 5

1 0,0 8,0 8,0 9,5 7,7

2 8,0 0,0 4,5 12,1 10,7

3 8,0 4,5 0,0 10,4 9,0

4 9,5 12,1 10,4 0,0 2,0

5 7,7 10,7 9,0 2,0 0,0

Dm

1 2 3 4 5

1 0,0 1,0 1,0 3,1 4,2

2 1,0 0,0 1,4 2,2 3,6

3 1,0 1,4 0,0 3,0 3,6

4 3,1 2,0 3,0 0,0 2,0

5 4,2 3,6 3,6 2,0 0,0

Dk



Projeção Multidimensional
 A ideia básica de uma técnica de MDS proposto por 

Kruskal (1978) segue os seguintes passos

3. Calcule uma matriz Dk de dimensão N x N com as similaridades 

entre os pares de pontos de L (espaço projetado)

4. Calcule o valor do stress (S) medido a partir das diferenças 

entre Dm e Dk

 Exemplos de função de stress 

5. Se o stress S é suficientemente pequeno ou nenhuma mudança 

significante ocorreu em iterações recentes, o algoritmo termina

6. Caso contrário, tenta movimentar as instâncias projetadas 

(matriz L) na direção que diminuirá os níveis de stress

7. Retorne ao passo 3
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Projeção Multidimensional
 MDS proposto por Kruskal (1978)
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1

2

5

1 2 3 4 5

1 0,0 8,0 8,0 9,5 7,7

2 8,0 0,0 4,5 12,1 10,7

3 8,0 4,5 0,0 10,4 9,0

4 9,5 12,1 10,4 0,0 2,0

5 7,7 10,7 9,0 2,0 0,0

Dm

1 2 3 4 5

1 0,0 1,0 1,0 3,1 4,2

2 1,0 0,0 1,4 2,2 3,6

3 1,0 1,4 0,0 3,0 3,6

4 3,1 2,0 3,0 0,0 2,0

5 4,2 3,6 3,6 2,0 0,0

Dk

L

ID At1 At2

1 1 1

2 1 2

3 2 1

4 2 4

5 4 4

Comparando 1 <--> 2

Dm = 8,0

Dk = 1,0

4

3

Atenção! As distâncias do desenho são ilustrativas



Projeção Multidimensional
 MDS proposto por Kruskal (1978)
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2
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Dm

1 2 3 4 5

1 0,0 1,0 1,0 3,1 4,2

2 1,0 0,0 1,4 2,2 3,6

3 1,0 1,4 0,0 3,0 3,6

4 3,1 2,0 3,0 0,0 2,0

5 4,2 3,6 3,6 2,0 0,0

Dk

L

ID At1 At2

1 1 1

2 1 2

3 2 1

4 2 4

5 4 4

Comparando 1 <--> 2

Dm = 8,0

Dk = 1,0

4

1 2 3 4 5

1 0,0 8,0 8,0 9,5 7,7

2 8,0 0,0 4,5 12,1 10,7

3 8,0 4,5 0,0 10,4 9,0

4 9,5 12,1 10,4 0,0 2,0

5 7,7 10,7 9,0 2,0 0,0

3



Projeção Multidimensional
 MDS proposto por Kruskal (1978)
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1

2 5

Dm

1 2 3 4 5

1 0,0 1,0 1,0 3,1 4,2

2 1,0 0,0 1,4 2,2 3,6

3 1,0 1,4 0,0 3,0 3,6

4 3,1 2,0 3,0 0,0 2,0

5 4,2 3,6 3,6 2,0 0,0

Dk

L

ID At1 At2

1 1 1

2 2 2

3 2 1

4 2 4

5 4 4

Comparando 1 <--> 2

Dm = 8,0

Dk = 1,0

4

Não estou atualizando Dk

1 2 3 4 5

1 0,0 8,0 8,0 9,5 7,7

2 8,0 0,0 4,5 12,1 10,7

3 8,0 4,5 0,0 10,4 9,0

4 9,5 12,1 10,4 0,0 2,0

5 7,7 10,7 9,0 2,0 0,0

3



Projeção Multidimensional
 MDS proposto por Kruskal (1978)
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Projeção Multidimensional
 MDS proposto por Kruskal (1978)
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Projeção Multidimensional
 MDS proposto por Kruskal (1978)
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Projeção Multidimensional
 MDS proposto por Kruskal (1978)
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Projeção Multidimensional
 A ideia básica de uma técnica de MDS proposto por 

Kruskal (1978) segue os seguintes passos

3. Calcule uma matriz Dk de dimensão N x N com as similaridades 

entre os pares de pontos de L (espaço projetado)

4. Calcule o valor do stress (S) medido a partir das diferenças 

entre Dm e Dk

 Exemplos de função de stress 

5. Se o stress S é suficientemente pequeno ou nenhuma mudança 

significante ocorreu em iterações recentes, o algoritmo termina

6. Caso contrário, tenta movimentar as instâncias projetadas 

(matriz L) na direção que diminuirá os níveis de stress

7. Retorne ao passo 3

63



64

Projeção Multidimensional

: xi, xj  ℝ, xi,xj  X

d: yi, yj  ℝ, yi,yj  Y

f: X  Y,|(xi,xj) – d(f(xi), f(xj))| 0,  xi,xj  X

X  Rm Y  Rk={1,2,3}
f



Projeção Multidimensional

 Projeção MDS do conjunto Iris
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Projeção Multidimensional

 Exemplo de iterações de uma técnica de MDS

 Os valores de stress são, respectivamente,

 0,17; 0,016; 0,009; 0,006; 0,005; 0,005
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Inicialmente projetado com Nearest Neighbor Projection (NNP)



Projeção Multidimensional

 Exemplo de iterações de uma técnica de MDS

 Os valores de stress são, respectivamente,

 0,03; 0,001; 0,001
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Inicialmente projetado com Fastmap
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